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この論説は、私の 2011年度整数論サマースクールでのWeil表現および Howe

dualityについての入門講義の内容を紹介したものである。私の力量のせいもあり
Weil表現については話を局所体の場合についてのみ、Howe dualityは実数体の場
合に話を限った。また証明などもほとんどつけることはできなかったが、少しで
もこのテーマを学びたいという人の助けになれば幸いである。
整数論サマースクールに携わった全ての方、なかでも研究代表者として尽力さ
れ、私に講演の機会を与えていただいた軍司圭一氏に感謝の意を表します。

1 Weil表現

1.1 局所体上のFourier変換

以下 F は有限体または非離散的な局所コンパクト体とする. Tで絶対値が 1であ
るような複素数のなす乗法群を表す。また F を加法群と見た時の非自明なunitary

character χF : F → Tを一つ固定しておく。
もちろん χF は一般には cannicalには定まらないのでとにかく一つ選ぶことと
なる。

例 1.1.1 一例として幾つかの具体的な F に対して χF は以下のように選ぶことが
できる。

1. χR(t) = e2πit (t ∈ R).

2. F が p-進体Qpである場合、χQpを χQp(Zp) = 1 および k ∈ Z と、p と互い
に素である整数 v に対して χQp(vp

k) = e2πivp
k
と定めることができる。

3. F がQpの有限次代数拡大であるならば、χF = χQp ◦ TrF/Qp と定めること
ができる。

定義 1.1.2 dx がF 上のHaar測度であるとはF のBorel集合に対して定義された
正則な可算加法的測度であって、加法についての平行移動に関して不変であるこ
とととする。(Haar測度は正の実数倍を除いて一意に存在する。）
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例えば F = R であるときは dxは Euclid測度をとることができる。

定義 1.1.3 まずコンパクト台を持った連続関数の空間

C0(F ) = {f : F → C | f は連続かつ f の台はコンパクト }

および２乗可積分関数の空間

L2(F ) =
{
f : F → C | f は可測かつ

∫
F
|f(x)|2dx <∞

}
を考える。ここで ほとんど到る所等しい可測関数は同じものとみなすと L2(F )

は
∫
F
|f(x)|2dxをノルムの 2乗としてHilbert空間になる。ここで Fourier変換 を

f ∈ C0(F ) に対して以下のように定める。

F(f)(a) =

∫
F

χF (ax)
−1f(x)dx.

これはHilbert空間の間の連続線形写像 F : L2(F ) → L2(F )に一意に拡張される。

Haar 測度 dx の正規化を適当にとると F2 = F ◦ F : L2(F ) → L2(F ) は
F2(f)(x) = f(−x) が f ∈ L2(F )に対して成り立つようにできる。（Planchrel

の定理）このような dxを自己双対なHaar測度という。例えば F = Rのときは通
常のEuclid測度が自己双対である。F がQpの有限次代数拡大の時、χF を例 1.1.1

のように定めた場合、F の整数環の測度が (Nd)−1/2 になるようなHaar測度が自
己双対になる。但しNdは F の absolute differential のノルムである。
以下考える F 上の測度は全て自己双対なHaar測度であるとする。

定義 1.1.4 （多変数の Fourier変換）
V を有限次元F -ベクトル空間としその次元をnとする。V ∗をV の双対空間とす
る。⟨ , ⟩で V × V ∗ → F なる canonical pairingを表す。以下 V の基底 v1, ..., vn
を一つ固定する。まず V 上のHaar測度による積分を∫

V

f(v)dv =

∫
F

· · ·
∫
F

f

(
n∑

k=1

xkvk

)
dx1 · · · dxn

で定める。この積分を使って 2乗可積分関数の空間 L2(V )を 1変数の時と同様に
定める。また Fourier変換 F : L2(V ) → L2(V ∗)を

Ff(ξ) =
∫
V

χF (⟨v, ξ⟩)−1f(v)dv

で定める。与えられた基底 v1, ..., vnに対する V ∗の双対基底を v1, ..., vnと同一視
することにより V と V ∗を同一視する。これによってF : L2(V ) → L2(V )とみな
す。このように定めるとF2f(v) = f(−v)が全ての f ∈ L2(V )に対して成り立つ。
この Fourier変換の定義は基底の取り方に依存していることに注意しておく。
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1.2 Heisenberg群とStone-von Neuman表現

以下 Xを偶数次元 F -ベクトル空間であるとし dim(X) = 2nとする。

定義 1.2.1 X 上の非退化双線形形式 ⟨ , ⟩がシンプレクティク形式であるとは
⟨x, x⟩ = 0 (x ∈ X)を満たすこととする。

以下組 (X, ⟨ , ⟩)を固定して考える。

定義 1.2.2 1. Xの部分空間 V に対して

V ⊥ = {x ∈ X | ⟨x, v⟩ = 0 (v ∈ V )}

とおく。Xの部分空間 V が V = V ⊥を満たすときLagrangeanという。L(X)

でXの Lagranean全体のなす集合を表す。

2. X上のシンプレクティック群 Sp(X)を

Sp(X) = {g ∈ GL(X) | ⟨gx, gy⟩ = ⟨x, y⟩ (x, y ∈ X)}.

で定める。

3. Xの基底v1, ..., vn, w1, ..., wnがシンプレクティック基底であるとは ⟨vi, vj⟩ = 0

(1 6 i, j 6 n), ⟨wi, wj⟩ = 0 (1 6 i, j 6 n), ⟨vi, wj⟩ = δi,j (1 6 i, j 6 n)

を満たすこととする.（ここで δi,jはKroneckerのデルタである。）

補題 1.2.3 1. V ∈ L(X)に対し常に dimV = nとなる.

2. Sp(X)はL(X)に推移的に作用する。

3. V, V ′ ∈ L(X)が transversalであるとする。このときシンプレクティック形式
の V × V ′への制限を考えると perfect pairingになりこれで V ′と V の双対空
間 V ∗を自然に同一視できるので以下そうする。また v1, ..., vnを V の任意の
基底としw1, ..., wnを V ′の双対基底とすると、v1, ..., vn, w1, ..., wnはXのシ
ンプレクティック基底となる。

定義 1.2.4 （Heisenberg群の第一の定義）V, V ′ ∈ L(X)が transversalであるとす
る。するとX = V ⊕ V ∗となる。この時、Heisenberg群H(V, V ′)を以下のように
定義する。 まず集合としては

H(V, V ′) = V ⊕ V ∗ ⊕ F

であり、乗法は

(v, w, a)(v′, w′, b) = (v+v′, w+w′, ⟨v, w′⟩+a+b) (v, v′ ∈ V,w,w′ ∈ V ′, a, b ∈ F )

のように定めるとH(V, V ′) は局所コンパクト群になる。
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定義 1.2.5 (Stone-von Neuman表現）V, V ′ ∈ L(X)が transversalであり v1, ..., vn
をV の基底とする。これを用いてV のHaar測度dvや2乗可積分関数の空間L2(V )

を上記のように定める。U(L2(V ))でL2(V )上のユニタリ作用素全体のなす群を表
す。T : H(V, V ′) → U(L2(V ))を

T ((v, w, a)φ(x) = χF (⟨x,w⟩+ a)φ(x+ v) (v ∈ V,w ∈ V ′, a ∈ F, x ∈ V )

で定める。これは H(V, V ′)のL2(V )におけるユニタリ表現を与え、これを Stone-

von Neuman表現という。

定理 1.2.6 (Stone-von Neumanの定理）

1. Stone-von Neuman表現 (T, L2(V ))は既約ユニタリ表現である。ここで既約
表現とは自分自身と {0}以外に閉部分表現を持たない零表現以外の表現のこ
とをいう。

2. 任意のH(V, V ′)の既約ユニタリ表現 (π,H)で

π((0, 0, a))h = χF (a)h (a ∈ F, h ∈ H)

を満たすものを考える。すると、ある Hilbert 空間の同型（isometry) J :

L2(V ) → H が存在して J ◦ T ((v, w, a)) = π((v, w, a)) ◦ J (v ∈ V,w ∈
V ′, a ∈ F )を満たす。このような J は絶対値が 1であるような複素数倍を除
いて一意である。

F の標数が２でない場合はシンプレクティック群 Sp(X)はHeisenberg群の自己
同型群の部分群になりこれが、Weil表現の構成において重要になる。ただし上記
のような Heisenberg群の定義のもとでは Sp(X)の Heisenberg群の自己同型群へ
の埋め込みの記述は複雑になるので以下のようなHeisenberg群の定義がよく用い
られる。

定義 1.2.7 （Heisenberg群の第二の定義）
F の標数は２でないとする。H(X) = X ⊕ F 上に以下のように乗法を定める。

(x, a)(x′, b) = (x+ x′,
1

2
⟨x, x′⟩+ a+ b) (x, x′ ∈ X, a, b ∈ F ).

すると群の単射準同型 I : Sp(X) → Aut(H(X))を

I(g)((x, a)) = (g−1x, a) (g ∈ Sp(X), x ∈ X, a ∈ F )

で定めることができる。

このように定義すると、V, V ′ ∈ L(X)が transversalであるときΦ : H(V, V ′) →
H(X) をΦ(v, w, a) = (v+w,−1

2
⟨v, w⟩+ a)で定めると位相群の同型を与える。こ

の同型を介してH(X)の Stone-von Neuman表現 T̃ : H(X) → U(L2(V ))を考え
ることができる。この同型ΦにおいてΦ((0, 0, a)) = (0, a) (a ∈ F )が成り立つ。
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1.3 Weil表現

(F, χF , dx) および (X, ⟨, , ⟩)は上記の通りとする。またF の標数は２でないと
する。また transversalな V, V ′ ∈ L(X)および V の基底 v1, ..., vnも固定し、これ
を用いて V のHaar測度 dvを考え、それによって 2乗可積分関数の空間L2(V )を
定める。
g ∈ Sp(X)に対して gの作用で Stone-von Neuman表現 (T̃ , L2(V ))を捩った表
現 T̃ g = T̃ ◦ I(g)を考える。

定義 1.3.1 (メタプレクティック群）
メタプレクティック群Mp(X)を以下のように定義する。

Mp(X) = {(g, J) ∈ Sp(X)×U(L2(V )) | J−1◦T̃ ((x, a))◦J = T̃ g((x, a)) x ∈ X, a ∈ F}.

すると Mp(X)は Sp(X)× U(L2(V ))の部分群になる。
単射群準同型 ι : T → Mp(X)を

ι(a) = (idX , aidL2(V )) (a ∈ T)

で定める。また p1 : Mp(X) → Sp(X) を Sp(X)×U(L2(V )) → Sp(X) なる第一成
分への射影のMp(X)への制限とする。

命題 1.3.2

1 → T ι−→ Mp(X)
p1−→ Sp(X) → 1

は完全系列になる。

証明 Ker(p1) = Im(ι)となることは既約ユニタリ表現に対する Schurの補題であ
る。p1の全射性は、T̃ g((o, a)) = χF (a)idL2(V )が成り立つので、Stone-von Neuman

の定理より従う。 �

定義 1.3.3 (Weil表現）
W : Mp(X) → U(L2(V ))を第 2成分への射影 Sp(X) × U(L2(V )) → U(L2(V ))

のMp(X)への制限として定める。ユニタリ表現 (W,L2(V ))がWeil表現である。

命題 1.3.2の完全系列は分裂せず、Weil表現は Sp(X)の表現に落とすことはで
きない。以下の定理はWeil表現は Sp(X)の double coverの表現にはなっているこ
とを意味している。

定理 1.3.4 ([Weil])

Mp(X)の閉部分群 S̃p(X)であって Im(ι)∩S̃p(X) = {ι(1), ι(−1)}かつ p1(S̃p(X)) =

Sp(X)となるものが存在する。
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上で固定した V の基底 v1, ..., vnに対応する V ′の双対基底w1, ..., wn を取りシン
プレクティック基底 v1, ..., vn, w1, .., wnによって Sp(X)の元を行列表示する。 さ
らに v1, ..., vn の部分と w1, .., wnの部分を分けて考えることにより Sp(X)の元を

block-wiseに表示して

(
α β

γ δ

)
などと書く。ここで例えば α(resp. γ)は F 係数

n× n行列とも EndF (V ) (resp. HomF (V, V
′))の元とも見做す。ここで

σ =

(
0 −In
In 0

)
,

L =

{(
α 0

0 tα−1

)∣∣∣∣∣α ∈ GL(V )

}
,

N =

{(
In 0

γ In

)∣∣∣∣∣ γは F 係数 n× n対称行列

}
.

すると σ ∈ Sp(X)かつ LおよびN は Sp(X)の部分群である。
Sp(X)がL,Nおよび σで生成されることに注意すればWeil表現を具体的な記述
は、L,N の元あるいは σの S̃p(X)への持ち上げを記述すればよいことがわかる。
そのために以下の概念を導入する。

定義 1.3.5 (Weil constant cf. [Ikeda]) a ∈ F×に対して γχF
(a) ∈ Tが存在して任

意の F 上の Schwartz族関数 φに対して∫
F

φ(x)χF

(
ax2

2

)
dx = γχF

(a)|a|−
1
2

F

∫
F

Fφ(x)χF

(
−x

2

2a

)
dx

を満たす。 この γχF
(a)をWeil constantという。

1. g =

(
α 0

0 tα−1

)
∈ Lに対して W̄ (g) ∈ U(L2(V ))を以下で定める。

W̄ (g)φ(v) =
γχF

(1)

γχF
(detα−1)

| det a|−
1
2

F φ(α−1v) (φ ∈ L2(V ))

2. g =

(
In 0

γ In

)
∈ N に対して W̄ (g) ∈ U(L2(V ))を以下で定める。

W̄ (g)φ(v) = χF

(
−1

2
⟨v, γv⟩

)
φ(v) (φ ∈ L2(V ))

3. W̄ (σ) ∈ U(L2(V ))を以下で定める。

W̄ (σ)φ = γF (1)
−nFφ (φ ∈ L2(V ))

定理 1.3.6 g ∈ L ∪N ∪ {σ}に対して (g, W̄ (g)) ∈ S̃p(X)となる。
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2 Howe duality

このセクションを通じて F = Rとする。またXは 2n次元の実ベクトル空間で
ありシンプレクティック形式 ⟨ , ⟩が与えられているとする。

2.1 Howe dualityとは

Gを群Hをその部分群とするとき

ZG(H) = {g ∈ G | hg = gh(h ∈ H)}

とおく。

定義 2.1.1 H1, H2 を Sp(X)の reductive部分群とする。組 (H1, H2)が reductive

dual pairであるとは ZSp(X)
(H1) = H2 かつ ZSp(X)

(H2) = H1 をみたすことと
する。

例 2.1.2 非負整数 p,q,mを考え n = 2(p+ q)mとおき n次元実ベクトル空間X =

Rp+q ⊗ R2m を考える。( , )p,q を Rp+q 上の符号 (p, q)の非退化対称双線形形式、
⟨ , ⟩mをR2m上のシンプレクティック形式とする。すると ⟨ , ⟩ = ( , )p,q ⊗ ⟨ , ⟩m
はX上のシンプレクティック形式となる。

O(p, q) = {g ∈ GL(p+ q,R) | (gv, gw)p,q = (v, w)p,q (v, w ∈ Rp+q)}

と定めるとO(p, q)および Sp(m.R)は自然に Sp(X)の部分群とみなせる。 これに
よって (O(p, q), Sp(m.R))は reductive dual pairになる。

ここで素朴な形で Howe dualityを定式化してみる。(H1, H2)が reductive dual

pairであるとし、H̃1および H̃2をそれぞれH1およびH2の S̃p(X)への引き戻しと
する。Weil表現 (W,L2(V ))は S̃p(X)のユニタリ表現とみなせるがそれを部分群
H̃1H̃2へ制限し既約分解することを考える。例えばH1がコンパクトであるような
場合はこの分解は離散スペクトラムしか出てこないで

L2(V ) =
⊕̂∞

i=0
σi ⊗ τi

のように分解する。ここで σiおよび τiはそれぞれ H̃1および H̃2の既約ユニタリ表
現である。この状況設定においてHowe dualityの主張することはσi (i = 0, 1, 2, ...)

および τi (i = 0, 1, 2, ...) が互いに同型にならないということである。 このこと
によりWeil表現の分解を通じて H̃1の既約ユニタリ表現の同型類の集合の部分集
合と H̃2の既約ユニタリ表現の同型類の集合の部分集合の間の一対一対応が得られ
たことになる。この対応はHowe対応あるいはTheta liftingなどと言われる。も
ちろん H̃1がコンパクトでない場合は上の既約分解は一般的には連続スペクトラ
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ムが出てくるのであるがその場合も Howe dualityはしかるべく定式化はできる。
しかしながら、ユニタリ表現としてのWeil 表現の分解を考えるという定式化は
不徹底であり、適切に定式化することによりより広い既約ユニタリ表現の集合の
間の一対一対応が得られる。そのためには reductive群の表現論の代数化の理論
(Harish-Chandra加群）が必要になる。

2.2 Harish-Chandra加群

ここではGを実 reductive群としその極大コンパクト部分群を一つ固定しKと
おく。g0および k0をそれぞれGおよびKのリー代数とし gおよび kをそれらの複
素化とする。また U(g)で gの普遍包絡代数を表す。 またK∧でKの既約連続表
現の同型類を表す。

定義 2.2.1 1. 複素ベクトル空間 V を表現空間とするKの表現 (π, V )が代数的
K-加群であるとは任意の v ∈ V に対して vを含む有限次元部分K-表現が存
在しその部分表現はK の連続表現になることととする。したがって微分表
現を考えることができ、V は U(k)-加群の構造も持つ。

2. 代数的K-加群 V および δ ∈ K∧に対して V の δ-isotypical component V (δ)

を
V (δ) =

∑
φ∈HomK(δ,V )

Im(φ)

で定める。 すると V =
⊕

δ∈K∧ V (δ)となる。

3. 代数的K-加群V がadmissibleであるとは任意の δ ∈ K∧に対してdimV (δ) <

∞となることとする。

4. V が (g, K)-加群であるとは、以下の条件を満たすこととする。

(a) V は U(g)-加群と代数的K-加群の構造を併せ持つ。

(b) k ∈ K, X ∈ g, v ∈ V に対して k ·X ·k−1 ·v = (Ad(k)X) ·vが成り立つ。

(c) 代数的K-加群の微分表現として得られるU(k)-加群の構造はU(g)-加群
構造の制限として得られる U(k)-加群の構造に一致する。

5. 有限の長さを持つ (g, K)-加群をHarish-Chandra加群という。Harsh-Chandra
加群は常に admissibleである。

Harish-Chandra加群とGの無限次元表現の間には以下のような関係がある。

定義 2.2.2 (π,H)をGの連続Hilbert表現とする。
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1. H のK-finite part HK をH の有限次元K-部分表現全てで生成されるH の
部分空間として定める。 HK は自然に代数的K-加群の構造が入る。

2. HK が admissibleであるとき (π,H)は admissibleであるという。admissible

な連続 Hilbert表現 (π,H)に対しては、任意の v ∈ HK とX ∈ g0に対して
π(exp(tX))vは t = 0において無限回微分可能であり、特に

Xv =
d

dt
π(exp(tX))v|t=0

と定めるとXv ∈ HKが成り立ち HKには admissible (g, K)-加群の構造が自
然に入る。

定理 2.2.3 1. 既約ユニタリ表現は全て admissibleである。

2. admissible な連続 Hilbert 表現 (π,H) が既約であることの必要十分条件は
(g, K)-加群HK が既約であることである。

3. 任意の既約Harish-Chandra加群V に対してあるadmissible Hilbert表現 (π,H)

が存在して (g, K)-加群として V とHK は同型になる。

注意 2.2.4 1. admissibleでない既約連続 Hilbert表現が存在するかどうかは不
明である。admissibleでない既約連続 Banach表現は存在することが知られ
ている。ただしこのような表現の調和解析における意義は不明である。(例
えば Paley-Wienerの定理などの定式化に必要なのは admissibleな表現のみ
である。）

2. 既約 Harish-Chandra加群 V に対して V ∼= HK となる admissible Hilbert表
現 (π,H)は一般には一意であるとは限らない。 しかし調和解析からの観点
によるとそのような表現は同一視すべきものであることが知られている。

2.3 Fock model

transversalな V, V ′ ∈ L(X)および V の基底 v1, ..., vnも固定し、これを用いて V

のHaar測度 dvを考え、それによって 2乗可積分関数の空間L2(V )を定める。VC
を V の複素化とする。ここで 1.3のように V の基底 v1, ..., vnに対応する V ′の双対
基底 w1, ..., wn を取りシンプレクティック基底 v1, ..., vn, w1, .., wnによって Sp(X)

の元を行列表示し σ =

(
0 −In
In 0

)
を考える。この σの作用を imaginary unit

√
−1

の作用と見做してXに複素ベクトル空間の構造が入る。すると v1, ..., vnはXの複
素ベクトル空間としての基底になるのでこれによってX と VCを同一視すること
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ができる。H( , )および ( , )を v1, ..., vnを正規直交基底とする VC上の Hermite

内積および非退化対称双線形形式とする。ここで

K = {g ∈ GL(VC) | H(gv, gw) = H(v, w) (v, w ∈ VC)}

とおくとH( , )の虚部はXのシンプレクティック内積 ⟨ , ⟩に一致するのでKは
Sp(X)の部分群になる。実はKは Sp(X)の極大コンパクト部分群になっている。
K̃をKの S̃p(X)への引き戻しとする。
上で構成されたWeil表現はL2(V )上に実現されていた (Schödinger model)。こ
の構成においてはすでに見たとおり L̃の作用は見やすいが S̃p(X)の極大コンパク
ト部分群である K̃ の作用はわかりにくい。 したがって K̃-finite partがわかりや
すいWeil表現の実現として Fock modelを考える。
(z1, ..., zn)を基底 v1, ..., vnに対応する VCの複素座標とし、dz = dz1 ∧ ... ∧ dzn,

dz̄ = dz̄1 ∧ ... ∧ dz̄nとおくと dz ∧ dz̄は VC上のHaar測度を定める。

定義 2.3.1 (Fock space)

O(VC)で VC上の正則関数全体の作る複素ベクトル空間を表す。 Fock空間 Fを
以下のように定める。

F =

{
f ∈ O(VC)

∣∣∣∣∫
VC

|f(z)|2e−πH(z,z)dz ∧ dz̄ <∞
}

すると Fには
∫
VC

|f(z)|2e−πH(z,z)dz ∧ dz̄をノルムの 2乗とするHilbert空間の構造
が入る。

定理 2.3.2 (Bargman cf. [F])

線形作用素B : L2(V ) → Fを

Bφ(z) =

∫
V

φ(x)eπ(2(x,z)−(x,x)−1/2(z,z)dx

で定めると適当な定数倍を乗じて正規化するとL2(V )と Fの間の isometryが得ら
れる。

この結果によりF をWeil表現の表現空間とみなすことができ、これをWeil表
現の Fock modelという。
P を VC上の多項式関数のなすC-代数とする。つまり P = C[z1, ..., zn]. すると

P は Fの部分空間になる。また非負整数 kに対して k次同次成分 Pk = {f ∈ P |
f(tv) = tkf(v) (t ∈ C, v ∈ VC)}を考える。

定理 2.3.3 Weil表現 (W,F)は admissibleでありその K̃-finite part FK̃ は P に一
致する。またPは K̃-加群として重複度自由であり、

P =
∞⊕
k=0

Pk

がその既約分解を与える。
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Kおよび K̃は共通のリー代数を持つがその複素化 kを考える。同様に gをSp(X)

および S̃p(X)を共通のリー代数の複素化とする。qを gの元であって kの全ての元
とKilling formに関して直交するもの全体のなす部分空間とする。このとき (複素
化された)Cartan分解 g = k⊕ qが成り立つ。 さらに qはK あるいは K̃の随伴作
用により不変であり、二つの互いに同型でない既約成分 q+,q−の直和に既約分解
される。

q = q+ ⊕ q−.

定理 2.3.4 ω : U(g) → EndC(P) をWeil表現の微分から得られる U(g)-加群構造
とする。zi (1 6 i 6 n)を掛算作用素とした時、以下が成り立つ。

1. ω(k)は
{

1
2

(
zi

∂
∂zj

+ ∂
∂zi
zj

)∣∣∣ 1 6 i, j 6 n
}
で生成される。

2. ω(q+)は
{

∂2

∂zi∂zj

∣∣∣ 1 6 i, j 6 n
}
で生成される。

3. ω(q−)は {zizj|1 6 i, j 6 n}で生成される。

系 2.3.5 非負整数kに対してω(q+)Pk = Pk−2, ω(q−)Pk = Pk+2が成り立つ。従っ
て、Peven =

⊕∞
k=0P2k およびPodd =

⊕∞
k=0P2k+1とすると、P = Peven ⊕Poddが

Pの既約分解を与える。

2.4 片側がコンパクトな場合 ([H1],[KV])

この節においては、(H,H ′)を Sp(X)における reductive dual pairでHがコンパ
クトであるようなものとする。hおよび h′をそれぞれHおよびH ′のリー代数の複
素化とする。適当に内部自己同型で移してやるとH ⊆ KかつH ′∩KはH ′の極大
コンパクト部分群となるようにできるので以下そのように仮定する。h′± = h∩ q±,

r = h′ ∩ k, R = H ′ ∩Kとおく。
H̃および R̃をそれぞれHとRの S̃p(X)への引き戻しとする。これらは K̃の部分
群であるから Pは代数的 H̃-加群および代数的 R̃-加群となる。したがって isotypical

componentを考えることができる。σ ∈ H̃∧に対してσ-isotypical component P(σ)

は H̃-加群および (h′, R̃)-加群の構造を持つ。この構造を記述する結果の述べるた
めに以下のような準備をする。

定義 2.4.1 1. K̃の閉部分群 Sに対して以下のように置く。

R(S;P) = {σ ∈ S∧ | P(σ) ̸= 0}.

2. 調和多項式の空間H(H)を以下のように定める。

H(H) = {f ∈ P | ω(Y )f = 0 (Y ∈ h′+)}.
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3. σ ∈ R(H̃;P) に対して

deg(σ) = min{k | Pk ∩ P(σ) ̸= 0}

と置く。

H(H)は代数的 H̃ × R̃-加群の構造を持つがそれは以下のように記述される。

命題 2.4.2 σ ∈ R(H̃;P) に対して以下が成り立つ。

1. H(H)(σ) = P(σ) ∩ Pdeg(σ).特にH(H)(σ) ̸= 0となる。

2. P(σ) = U(h′−)H(H)(σ).

3. H(H)(σ)は代数的 H̃ × R̃-加群として既約である。

4. ψ : R(H̃;P) → R(R̃;P)なる単射写像が存在して代数的 H̃ × R̃-加群として
H(H)(σ) ∼= σ⊗ψ(σ)となる。従ってH(H)の以下のような既約分解を得る。

H(H) ∼=
⊕

σ∈R(H̃;P)

σ ⊗ ψ(σ).

定義 2.4.3 1. τ ∈ R̃∧に対して一般化されたVerma加群M(τ) を

M(τ) = U(h′)⊗U(r+h′+) τ

で定める。ここで τ には h′+は 0で作用すると定めている。すると M(τ)は
Harish-Chandra (h′, R̃)-加群になる。

2. M(τ)の既約商 (h′, R̃)-加群は一意に定まるのでそれを L(τ)とおく。

次が本節の主定理である。

定理 2.4.4 ([H1]) ψ : R(H̃;P) → R(R̃;P)を上記のようにとる。 すると σ ∈
R(H̃;P) に対して

P(σ) ∼= σ ⊗ L(ψ(σ))

が H̃ × (h′, R̃)-加群としてなりたつ。したがって

P ∼=
⊕

σ∈R(H̃;P)

σ ⊗ L(ψ(σ)),
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2.5 一般の場合 ([H2])

この節においては、前節同様 (H,H ′)を Sp(X)における reductive dual pairと
するが、ここではHがコンパクトであることは仮定せず、一般の場合を考える。h

および h′をそれぞれHおよびH ′のリー代数の複素化とする。内部自己同型で移
すことによってR = H ∩KおよびR′ = H ′ ∩KがそれぞれHおよびH ′の極大コ
ンパクト部分群であるようにできるので以下そのように仮定する。主定理をのべ
るため準備をする。

定義 2.5.1 1. R(h, R̃;P) で既約Harish-Chandra(h, R̃)-加群であってPの商加
群と同型になるようなものの同型類の集合を表す。R(h′, R̃′;P)も同様に定
義する。

2. ρ ∈ R(h, R̃;P)に対してNρで P/N ∼= ρとなる P の (h, R̃)-部分加群N 全
ての共通部分とする。

Nρ =
∩

P/N∼=ρ

N .

次の結果は簡単な考察から得られる。

補題 2.5.2 ([H2]) NρはPの h⊕ h′, R̃R̃′)-部分加群でありさらに

P/Nρ
∼= ρ⊗ θ(ρ)

なる (h′, R̃′)-加群 θ(ρ)が存在する。

次が主定理である。

定理 2.5.3 ([H2]) ρ ∈ R(h, R̃;P)に対して (h′, R̃′)-加群 θ(ρ)は quasi-simpleな
Harish-Chandra加群であり、しかも一意に定まる既約商加群 θ̄(ρ)を持つ。よって
θ̄(ρ) ∈ R(h′, R̃′;P)となる。

上記の定理においてHとH ′の役割を入れ替えて考えると次の結果が直ちに従う。

系 2.5.4 (Howe duality)

θ̄ : R(h, R̃;P) → R(h′, R̃′;P)は全単射になる。

[H2]における主定理の証明ではHowe dualityの具体的な構成を完全にしたもの
ではないので、具体的にHowe dualityを具体的に記述することが問題になり多く
の研究がなされている。しかし [H2]において上記定理が証明される過程において
以下のような事実が使われる。このことは、Howe dualityを具体的に記述しよう
とる時にも有用な情報を与える。

命題 2.5.5 ρ ∈ R(h, R̃;P)とし σ ∈ R̃∧ を ρ|R̃に出てくる R̃∧の元のうち degreeが
最小なものとする。（このようなものは一意とは限らないがとにかく１つ選んで固
定しておく。）すると以下の条件を満たすような σ′ ∈ R(R̃′;P)が一意に存在する。
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1. σ′は θ(ρ)の中に現れる。しかも θ(ρ)の中に現れる R̃′∧のなかで degreeは最
小になる。

2. deg(σ) = deg(σ′).

3. Zρ = P/Nρ
∼= ρ⊗ θ(ρ)とおく。 σ⊗ σ′と同型なZρの R̃R̃′-部分表現Hσ,σ′が

存在して
Z(σ) = U(h′)Hσ,σ′ ,Z(σ′) = U(h)Hσ,σ′

が成り立つ。

上記命題で与えられる σと σ′の間の対応は以下のように Joint harmonicsの空
間を既約分解することで得られる。このことを説明するために以下のような準備
をする。
次の結果はCase-by-case analysisを用いてHoweによって見出された。

補題 2.5.6 M = ZSp(X)(R)およびM ′ = ZSp(X)(R
′)とおくと (R,M), (R′,M ′)は

ともに reductive dual pairになる。

RとR′はともにコンパクトであるから、(R,M), (R′,M ′)に対しては前節で扱っ
た結果が適用できる。たとえば調和多項式の空間H(R̃)およびH(R̃′)を考えるこ
とができる。これらの共通部分H(R̃) ∩ H(R̃′)は joint harmonicsの空間と言われ
る。そこで次のように定義する。

定義 2.5.7

R̄(R̃;P) = {σ ∈ R(R̃;P) | H(R̃)(σ) ∩H(R̃′) ̸= 0},

R̄(R̃′;P) = {τ ∈ R(R̃′;P) | H(R̃) ∩H(R̃′)(τ) ̸= 0},

joint harmonicsの空間の既約分解については以下の結果が成り立つ。

定理 2.5.8 ([H2])

以下の条件を満たす全単射 ξ : R̄(R̃;P) → R̄(R̃′;P)が存在する。

1. σ ∈ R̄(R̃;P)に対して deg(σ) = deg(ξ(σ))が成り立つ。

2. σ ∈ R̄(R̃;P)に対して

H(R̃)(σ) ∩H(R̃′) = H(R̃) ∩H(R̃′)(ξ(σ))

となる。

3. σ ∈ R̄(R̃;P)に対して R̃ × R̃′-加群としてH(R̃)(σ) ∩ H(R̃′) ∼= σ ⊗ ξ(σ)と
なる。
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4. joint harmonicsの空間の R̃× R̃′-加群としての既約分解は以下で与えられる。

H(R̃) ∩H(R̃′) =
⊕

σ∈R̄(R̃;P)

H(R̃)(σ) ∩H(R̃′).

5. ρ ∈ R(h, R̃;P)とし σ ∈ R̃∧ を ρ|R̃に出てくる R̃∧の元のうち degreeが最小
なものとする。すると定理 2.5.5における σ′は ξ(σ)に一致する。

したがって joint harmonicsの空間を調べることによりHowe対応についての知
見が得られることがわかる。、
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