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本稿は三章からなる. 一章では, seesaw dual pairの定義, 例, その基本等式を
解説する. Weil表現やHowe予想については, 松本久義先生の原稿でも解説される
けれど, 本稿でも記述した. 二章では, seesaw dual pairの基本等式が Siegel-Weil
公式, L函数の積分表示の理論, ダイコトミー現象などとともにどのように応用
されるか基本的なアイデア解説した. 三章では三つの例, 即ち, Rallis内積公式,
トーラス周期と L函数の中心値, 三重積 L函数の中心値に関する Jacquet予想に
二章の議論が応用され, 周期と L函数の特殊値が関係するメカニズムが解説され
る. これら以外の様々な seesaw dual pairの基本等式に関しては, Kudlaの論説
[19]などを参照されたい. 最後に、筆者に講演の機会を与えて下さった軍司圭一
先生と成田宏秋先生に感謝を述べます. 成田先生には本稿に目を通していただき,
多くの助言と訂正をいただきました.

1 Seesaw dual pairと seesaw等式

1.1 Seesaw dual pairの定義

F を局所体もしく大域体とする. 簡単のため, F の標数は 0であるとする. シンプ
レクティック群 G = SpN の部分群の組 (G,H)は, Gの Gでの中心化群が H で
あり, H の Gでの中心化群が Gであるとき, dual pairと呼ぶのであった.

定義 1.1. Gの dual pairの組 (G,H), (G′,H ′)はG′ ⊃ GかつH ⊃ H ′であると
き, seesaw dual pairと呼ばれる.

注意 1.2. (1) 定義 1.1及び本章の議論は, dual pairを係数制限して得られる部
分群の組 (weakly dual pair)に拡張できる. 詳細は, Kudlaの論説 [19]を
参照.

(2) 良く知られているように, 名称の由来は下記の図式にある:
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1.2 Seesaw dual pairの例

例 1 (直和分解型). ⟨ , ⟩ : W × W → F を F 上のベクトル空間W 上の非退化交
代形式, ( , ) : V × V → F を F 上のベクトル空間 V 上の非退化対称形式とし,
O(V )を対応する直交群とする. テンソル積≪ , ≫= ( , ) ⊗ ⟨ , ⟩は, ベクトル空
間W = V ⊗F W 上の交代形式を与え, (Sp(W ), O(V ))は Sp(W)の dual pairに
なる. W が互いに直交するシンプレクティック部分空間による分解W = W1 +W2

を持てば, 下記の seesaw pairが得られる:

O(V ) × O(V )

O(V )

Sp(W )

Sp(W1) × Sp(W2)
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一方, V = V1 + V2を V の直交分解とすれば, 下記の seesaw pairが得られる:

O(V1) × O(V2)

O(V )

Sp(W )

Sp(W ) × Sp(W )
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一般の分解W = W1 + · · · + Wr, V = V1 + · · · + Vs に関しても同様である.
二章で扱われる seesaw pairは全て直和分解型である.

例 2. K/F を二次拡大とし, σをGalois群Gal(E/F )の生成元とする. (W ∗, ⟨ , ⟩∗)
をK 上の歪エルミート空間とし, (V ∗, ( , )∗)をK 上のエルミート空間, U(W ∗)
と U(V ∗)をそれぞれのユニタリ群とする. ≪ , ≫∗= TrK/F (( , )⊗ ⟨ , ⟩σ)は, ベ
クトル空間W∗ = V ∗ ⊗K W ∗ 上の交代形式を与え, (U(W ∗), U(V ∗))は Sp(W∗)
の dual pairになる. F 上の二次形式付き空間 (V, ( , ))が存在して, V ∗がその σ-
エルミートな拡張, すなわち,

V ∗ ≃ V ⊗F K, (x ⊗ α, y ⊗ β)∗ = ασ(x, y)β, (x, y ∈ V, α, β ∈ K)

であると仮定する. さらに R = RK/F を F への係数制限とし, F 上のシンプ
レクティックベクトル空間 (RK/F W ∗, TrK/F ⟨ , ⟩∗)を考える. このとき, W∗ は
V ⊗F RK/F W ∗ とシンプレクティックベクトル空間として同型であるから, 以下
の seesaw pairが得られる:

Sp(RK/F W ∗)

U(W ∗)

U(V ∗)

O(V )
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例 3. U1と U2を F 上のベクトル空間とし, U∗
1 と U∗

2 をそれぞれの双対空間とす
る. 自然なペアリング U1 ⊗U∗

2 ×U∗
1 ⊗U2 → F を W̃ = U1 ⊗U∗

2 + U∗
1 ⊗U2の交

代形式に拡張すれば, (GL(U1), GL(U2))は Sp(W̃ )の dual pairになる. 例 1のシ



ンプレクティックベクトル空間 (W, ⟨ , ⟩)の polarizationを選べば, 同型 V ≃ V ∗,
W ′ ≃ (W ′′)∗ がそれぞれ ( , ), ⟨ , ⟩により定まり,

W ≃ V ⊗ W ′ + V ⊗ W ′′ ≃ V ⊗ (W ′′)∗ + V ∗ ⊗ W ′′

であるから, 以下の seesaw pairが得られる:
Sp(W )

GL(W ′′)

GL(V )

O(V )
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1.3 局所テータ対応

F を局所体とし, 自明でない F の指標 ψ を固定する. Gが Gの部分群であると
き, G̃はGのメタプレクティック被覆 G̃ = MpN でのGの逆像を表すことにする.
(G,H)が Gの dual pairであるとき, Weil表現 ωψ の G̃ × H̃ に引き戻しを考え
る. G̃の (genuine)既約許容表現 πに対して, ωψ[π] = ωψ/ ∩f ker f とおく. ここ
で, f は全ての 0でない G同変写像 ωψ → π を渡る. G̃と H̃ は可換であるから,
H̃ の滑らか (genuine)表現 Θψ(π)が存在して, ωψ[π] ≃ π £ Θψ(π)となる. 以下
では, ψはしばしば省略される.

予想 1.3 (局所 Howe予想). Θ(π)は, もし 0でなければ, 唯一つの既約商 θψ(π)
を持つ.

対応 π 7→ θψ(π)はテータ対応と呼ばれる.

注意 1.4. (1) 局所 Howe予想はほとんど全ての場合に証明されている. 剰余標
数が 2でない非アルキメデス体の場合の証明は [37]を参照. F がアルキメ
デス体の場合の証明は [12]を参照. 本稿では簡単のために, 局所 Howe予想
をしばしば仮定する.

(2) (G,H)がシンプレクティック群と奇数次直交群の dual pairでなければ, 被
覆 Mp(W ) → Sp(W ) は G と H 上分裂することが知られている (証明は
[25, 20]参照). Mp(W )は奇数次直交群上分裂するが, シンプレクティック群
上は分裂しない. 一般に分裂は一意的ではない. 分裂の具体的構成がKudla
[20]に与えられている.

簡単のため以下では, 分裂 G × H → Mp(W )があるとする. 適当な分裂を固
定し, G̃ (もしくは H̃)の genuineな表現と G (もしくは H)の表現を同一視すれ
ば, Howe対応は Gの表現とH の表現の間の対応を与える.

命題 1.5 (局所 seesaw等式). (G,H), (G′,H ′)を seesaw dual pair, π を Gの既
約表現, σをH ′ の既約表現とするとき, 以下の同型が成り立つ:

HomG(Θ(σ), π) ≃ HomH′(Θ(π), σ).



Proof.

HomG×H′(ω, π £ σ) ≃ HomG×H′(π £ Θ(π), π £ σ) ≃ HomH′(Θ(π), σ).

同様に,
HomG×H′(ω, π £ σ) ≃ HomG(Θ(σ), π)

も成り立つ.

1.4 大域テータ対応

F を代数体, A をそのアデール, ψ を A/F の非自明な指標とする. G̃A を G =
Sp(W)アデール群G(A)のメタプレクティック被覆とし, (ωψ, S)を G̃AのWeil表
現とする. (G, H)を Gの dual pairとする. (π, Vπ)を G(A)の既約尖点的保型表
現であるとする. πv と θψv (πv)は殆ど全ての素点で不分岐であり, 制限テンソル
積 ⊗vθψv (πv)を考えることができる.

予想 1.6 (大域 Howe予想). ⊗vθψv (πv)はH(A)の保型表現である.

この予想には微妙な反例が早くから知られているし, 正確な予想を定式化で
きるだけの研究結果もまだない. Wの polarization W = X + Yを固定すれば,
Schwartz空間 S(X(Fv))上にWeil表現は実現でき, Weil表現の Schrödinger模
型と呼ばれる. Kv を G(Fv)の適当な極大コンパクト部分群とし, K ′

v を H(Fv)
の極大コンパクト部分群とする. v がアルキメデス素点であるとき, gv を G(Fv)
のリー環の複素化とし, hv を H(Fv)のリー環の複素化とするとき, Schwartz空
間 S(X(Fv))のKv × K ′

v の作用に関して有限な元からなる部分空間 S(X(Fv))は
(gv,Kv) × (hv,K ′

v)-加群である (実は適当な Fock空間と一致する). v が非アル
キメデス素点であるとき, S(X(Fv)) = S(X(Fv))とおき, S(X(A)) = ⊗vS(X(Fv))
とする. 被覆 G̃A → G(A)は唯一の分裂 G(F ) → G̃A を持ち, 任意の Schwartz函
数 ϕ ∈ S(X(A))に対して, テータ函数

Θ(ϕ)(g) =
∑

x∈X(F )

(ωψ(g)ϕ)(x)

は任意の g ∈ G̃A 及び γ ∈ G(F )に対して, Θ(ϕ)(γg) = Θ(ϕ)(g)を満足する (む
しろ分裂はこの性質から決定される). 任意の ξ ∈ Vπ に対して

θϕ(ξ)(h) =
∫

G(F )\G(A)

ξ(g)Θ(ϕ)(g, h)dg

はH(A)上の保型形式になる. H(A)の作用で不変なベクトル空間

θψ(π) = {θϕ(ξ) | ϕ ∈ S(X(A)), ξ ∈ Vπ}

を保型表現 πの群Hへのテータリフトと呼ぶ. θψ(π)は, 0でないとき, ⊗vθψv (πv)
を (少なくとも既約商として)実現し, 大域 Howe予想を確かめることができる.
しかし, θψ(π)の非消滅の判定は微妙な問題である.



ξ1, ξ2がG(A)上の保型形式であり, 少なくとも一方が尖点形式であるとき, 内
積 ⟨ξ1, ξ2⟩G を以下のように定義する.

⟨ξ1, ξ2⟩G =
∫

G(F )\G(A)

ξ1(g)ξ2(g)dg.

次の等式は単なる積分の順序交換から得られる.

命題 1.7 (大域 seesaw 等式). (G,H), (G′,H ′) を seesaw dual pair, (π, Vπ) を
G(A)の既約尖点的保型表現, (σ, Vσ)をH ′(A)の既約尖点的保型表現とするとき,
尖点形式の組 (ξ, ξ′) ∈ Vπ × Vσ と ϕ ∈ S(X(A))に対して, 以下の等式が成り立つ:

⟨θϕ(ξ), ξ′⟩H′ = ⟨θϕ(ξ′), ξ⟩G.

注意 1.8. (1) θϕ(ξ)と θϕ(ξ′)はそれぞれH ′(A)と G(A)に制限されている. 核
函数Θ(ϕ)(g, h)とΘ(ϕ)(g′, h′)は共通の制限Θ(ϕ)(g, h′)を持つけれども, 函
数Θ(ϕ)(g′, h)は存在しない. この事実が, 形式的に導かれる命題 1.7の等式
から様々な興味深い等式が得られる理由と考えられる.

(2) 応用上は, 命題 1.7を ξあるいは ξ′が尖点的でない保型形式である場合に適
用しなければならないことが多い. 詳しくは, 三章の例を参照.

2 seesaw machine

2.1 Siegel-Weil公式

Siegel-Weil公式とは, テータ函数のある種の積分と Eisenstein級数の間の等式で
あり, 両辺が絶対収束する領域で, Siegel [36] により証明され, Weil [39] により
全ての古典群に一般化された. この等式は絶対収束域の外に, Kudlaと Rallis[22]
により拡張され, regularized Siegel-Weil公式と呼ばれている. 本稿で扱う seesaw
等式は全て, この regularized Siegel-Weil公式と結びつけて応用されるので, その
解説を手短にする. 詳しくは, [22]や [40, 41]を参照.

G = Sp2n, H = O(V ), m = dimV が偶数の場合を考える. まず F を局所体
とする. (G,H)をGの dual pairとする. 適当に固定した分裂G×H → Mp(W )
によりGのWeil表現 ωを引き戻して, G×H の表現が得られる. X = V nとする
と, Schrödinger模型 S(V n)への O(V )の作用は, 線形作用 ω(h)ϕ(x) = ϕ(h−1x)
により定めるられる. V の判別式から定まる F の二次指標を χV と書く. Gの
ジーゲル放物型部分群 P の作用は

ω
((

a 0
0 ta−1

))
Φ(x) = χV (det a)|det a|m/2Φ(xa), a ∈ GLn(F ),

ω
((

1 b
0 1

))
Φ(x) = ψ(tr(b(x, x))/2)Φ(x), b ∈ Symn(F )

により与えられる. ここで, x = (x1, . . . , xn) ∈ V nに対して, (x, x) = 1
2 ((xi, xj)) ∈

Symn(F )と書いた.

I(s) = IndG
P ((χV | |s)˚det)

=
{

f (s) : G → C
∣∣∣ f (s)

((
a b
0 ta−1

)
g
)

= χV (det a)|det a|s+(n+1)/2f (s)(g)
}

,



s0 = (m − n − 1)/2とおけば, G-同変, H-不変な写像

S(V n) → I(s0), Φ 7→ f
(s0)
Φ (g) = (ω(g)Φ)(0)

が得られる. Rallisの定理 [30, 25]より, この写像の像は, H の自明表現のGへの
テータリフト Θψ(1l)と同一視できる. G = O(n, n), H = Sp2j のときにも, 同様
の写像と退化主系列表現 I(s)の部分表現が得られる.
以下, F を代数体, V を F 上の二次形式付き空間とする. 上の議論により

Φ ∈ S(V n(A))に対して, G(A)の誘導表現 I(s)の切断 f
(s)
Φ が f

(s0)
Φ = ⊗vf

(s0)
Φv
を

拡張して得られる. 任意の I(s)の切断 f (s) に対して, アイゼンシュタイン級数

E(f (s))(g) =
∑

γ∈P (F )\G(F )

f (s)(γg)

が構成される. Langlands の理論 (cf. [2]) より, E(f (s)) は全平面に有理型に
解析接続され, 函数等式 E(f (s)) = E(M(s)f (s)) を満たす. ここで, 絡作用素
M(s) : I(s) → I(−s)は, N を P のべき単根基, w ∈ G(F )を適当なWeyl元とし
て, 積分

M(s)f (s)(g) =
∫

N(F )\N(A)

f (s)(wug)du

により定義される. 一方, テータ函数の積分

θϕ(1)(g) =
∫

H(F )\H(A)

Θ(ϕ)(g, h)dh

はH の自明表現 1lのテータリフトと考えられる. 1lは一般に尖点的ではないので,
この積分が収束する保証はない (後で扱う全ての例で発散する).

定理 2.1 (Siegel-Weil公式). 適当な条件の下, 任意の ϕ ∈ S(V n(A))に対して

E(f (s)
ϕ )|s=s0 = θϕ(1).

注意 2.2. (1) 左辺はアイゼンシュタイン級数の有理型解析接続であり, 適切な
条件下で臨界点 s0で正則である. 右辺のテータ積分はWeilの収束条件 [39,
Proposition 8] が満たされない場合は, regularizeする必要がある.

(2) 他の古典群の場合の類似の等式については, [14, 40, 41]を参照.

練習問題 2.3. (1) F = Q, ( , )が正定値, L ⊂ V (F )を極大偶整数格子でユニ
モジュラー (従って, mは 8の倍数)であるとする. {Lj}を Lの種の中の類
の代表系, ϵ(Lj) = #O(V ) ∩ GL(Lj),

θLj (Z) =
∑

x∈Ln
j

eπ
√
−1tr((x,x)Z), Z ∈ Symn(C), ℑZ > 0

とするとき,

Em/2(Z) =

∑
j ϵ(Lj)−1θLj (Z)∑

j ϵ(Lj)−1



を定理 2.1から導け (ヒント: ϕ∞ = e−πtr((x,x)), ϕ∞ を L ⊗ Ẑの定義関数,
ϕ = ϕ∞ ⊗ ϕ∞ とおいて, 定理 2.1の等式の両辺を計算すればよい).

(2) (1)の両辺の Fourier係数を計算して (軍司先生の原稿あるいは [34, 35]参
照), Siegel公式を導け.

2.2 仮定 1: 基本等式

H ′ がH の部分群であるとき, H(A)の保型形式 f のH ′ 周期を

PH′(f) =
∫

H′(F )\H′(A)

f(h)dh

により定義する. f が 0でないことを証明する一つの方法は, PH′(f) ̸= 0を証明す
ることである. H(A)の保型表現 (π, Vπ)は, ある f ∈ Vπ が存在して PH′(f) ̸= 0
であるとき, H ′により区別されると言い, PH′(π) ̸= 0と書く. 特別なクラスのH
とH ′に対して, H ′周期が保型L函数の特殊値と密接に関係することがある. 本章
では, seesaw pairの観点からそのような現象をやや公理的に議論してみたい. 後
の具体例に適用できるように詳しい設定は明かさず, 収束などの問題も論じない.

(π, Vπ) を G(A) の既約尖点的保型表現, (π∨, Vπ∨) を π の反傾表現とする.
Vπ∨ = Vπ と取ることができることに注意する. 以下の seesaw図式を考える.

G′ θϕ(1) = E(f (s)
ϕ )|s=s0

G ξ ∈ Vπ

Hθϕ(ξ)

H ′
1l

Q
Q

Q
Q

Q
Q´

´
´

´
´́

大域 seesaw等式を適用すれば, Siegel-Weil公式より

PH′(θϕ(ξ)) = ⟨θϕ(ξ), 1⟩H′

= ⟨ξ, E(f (s)
ϕ )⟩G|s=s0

= lim
s→s0

∫
G(F )\G(A)

ξ(g)E(f (s)
ϕ )(g)dg

が得られる. πのテータリフトの周期の研究は, Rankin-Selberg型のゼータ積分

Z(ξ∨, f (s)) =
∫

G(F )\G(A)

ξ∨(g)E(f (s))(g)dg (ξ∨ ∈ Vπ∨ , f (s) ∈ I(s))

の特殊値の研究に帰着される.

2.3 仮定 2: 積分表示の理論

Eisenstein級数の理論より, ゼータ積分 Z(ξ∨, f (s))は E(f (s))が正則である開部
分集合上収束し, 全平面上の有理型函数を定め, 函数等式

Z(ξ∨, f (s)) = Z(ξ∨,M(s)f (s))

を満たす. 更に以下を仮定する.



(1) 純テンソル ξ = ⊗vξv と f (s) = ⊗vf
(s)
v に対して, 以下の Euler積を持つ:

Z(ξ∨, f (s)) =
∏
v

Zv(ξ∨v , f (s)
v ).

(2) 不分岐データ ξ∨0,v, f
(s)
0,v のゼータ積分は, ある L群の表現 r :LG → GLN (C)

に対して, πv の Langlandsの L因子を与える:

Zv(ξ∨0,v, f
(s)
0,v ) = L(s + 1/2, πv, r).

(3) 任意の F の素点 v, 任意の G(Fv)の既約許容表現 πv に対して, 局所ゼータ
積分は全平面に有理型解析接続を持ち, ある有理型函数 Γ(s, πv, ψv)が存在
して, 局所函数等式

Zv(ξ∨v , f (s)) = Γ
(
s + 1

2 , πv, ψv

)
Zv(ξ∨v ,Mv(s)f (s)) (ξ∨v ∈ π∨

v , f (s)
v ∈ Iv(s))

を満たす. ここで, Mv(s) : Iv(s) → Iv(−s)はM(s)と類似の絡作用素.

通常は簡単な Euler因子による修正項が (2)に混入するが, 以下では省く.
以上の仮定により, 悪い素点の集合 S に関して,

Z(ξ, f (s)) = LS
(
s + 1

2 , π, r
)∏

v Zv(ξv, f
(s)
v )

が成り立つ (Z(ξ, f (s))の函数等式は sと −sを結び付けるが, LS(s, π, r)の函数
等式は sと 1− sを結びつけることに注意する). ゼータ積分の解析を L函数の解
析に帰着させるには, 悪い素点でのゼータ積分を制御する必要がある. このため
には, 部分 L函数では上手くいかないので, 悪い素点での L因子を定義して, 完全
L函数を考える必要がある.

2.4 仮定 3: L因子, ε因子, γ因子

暫く F の素点 v を固定し, subscript v を省く. すなわち, F = Fv, G = G(Fv),
I(s) = Iv(s), π を Gの既約許容表現とする. 絡作用素M(s)の正規化M†(s)を
適当に定義し, γ 因子を函数等式の比例因子として定義する. すなわち,

Z(ξ∨,M†(s)f (s)) = γ
(
s + 1

2 , π, ψ
)
Z(ξ∨, f (s)).

γ因子の特徴付けは比較的容易である (正規化を上手く定義して,必要な条件を全て
満たすことを証明するのは容易ではないが). 例えば, πが誘導表現 IndG

P σの部分表
現である時の関係式 γ(s, π, ψ) = γ(s, σ, ψ)などのいくつかの性質により一意的に
決定される (Shahidiの理論 [33]や Lapidと Rallis [24]の “Ten commandments”
を参照). しかし, L因子と ε因子を定義する問題はより微妙である. K-有限な函
数 f (s) : G′ × C → Cは sに関して正則かつ任意の s ∈ Cに対して f (s) ∈ I(s)で
あるとき, I(s)の正則切断と呼ばれる. I(s)の切断 f (s)は正則切断 f

(s)
1 と f

(s)
2 が

存在して, f (s) = f
(s)
1 + M†(−s)f (−s)

2 と書けるとき, 良い切断と呼ばれる. 以下
の良い切断の特徴付けも知られている:



命題 2.4 ([11, 42]). 以下の条件は同値.

• f (s) は良い切断.

• f (s) は ℜs ≥ 0で正則かつM†(s)f (s) は ℜs < 0で正則.

Tateの L因子の積を局所 Euler因子と呼ぶことにして, 以下を仮定する:

(1) πが既約であるとき, 局所Euler因子L(s, π)と単函数 ε(s, π, ψ)が存在して,
以下の性質を満たす.

• 任意の ξ∨ ∈ π∨ と任意の良い切断 f (s) に対して, Z(ξ∨, f (s))/L(s +
1/2, π)は整函数.

• 任意の s′ ∈ Cに対して, ある ξ∨ ∈ π∨ とある良い切断 f (s) が存在し
て, Z(ξ∨, f (s))/L(s + 1/2, π)|s=s′ ̸= 0.

• 任意の ξ∨ ∈ π∨ と切断 f (s) に対して次の函数等式が成り立つ:

Z(ξ∨,M†(s)f (s))
L

(
1
2 − s, π∨) = ε

(
s + 1

2 , π, ψ
) Z(ξ∨, f (s))
L

(
s + 1

2 , π
) .

(2) π が不分岐であるとき, L(s, π) = L(s, π, r). さらに ψ も不分岐ならば,
ε(s, π) = 1.

(3) 正規化されたゼータ積分を次のように定義する:

Z∗(ξ∨, f (s)) = Z(ξ∨, f (s))/L(s + 1/2, π).

任意の実部が非負の複素数s′に対して,射Z∗(s′) : (ξ∨, f (s′)) 7→ Z∗(ξ∨, f (s′))
は 0でない

HomG(π∨ ⊗ I(s′), C) ≃ HomG(I(s′), π)

の 0でない元を定める.

注意 2.5. (1) 次の関係式は基本的である:

ε(s, π, ψ) = γ(s, π, ψ)
L(s, π)

L(1 − s, π∨)
.

(2) 仮定 3(2)を帰結するには仮定 2(2)だけでは不十分であることに注意する.

(3) 定義より局所ゼータ積分の族と L因子の解析的性質は一致する. 従って, 保
型 L函数の解析的性質の解析がゼータ積分の解析に帰着される.

(4) 稠密な sに関して, dimHomG(π∨ ⊗ I(s′), C) ≤ 1を証明すれば, 仮定 2(3)
が導かれる. 詳しくは, [27]の Part B, §12の Bernsteinの原理を参照.

再び F を代数体, πを G(A)の既約尖点的保型表現とし, L函数と ε函数を

L(s, π) =
∏
v

L(s, πv), ε(s, π) =
∏
v

ε(s, πv, ψv)

により定義する. sの実部が十分大きいとき,無限積L(s, π)は絶対収束する. ε(s, π)
は実質的に有限積であり, ψの取り方によらない. さらに, 仮定より L(s, π)は全
平面上の有理型函数に解析接続され, 函数等式 L(s, π) = ε(s, π)L(1 − s, π)を満
たし, L(s, π)の極の集合は E(f (s))の極の集合に含まれる.



2.5 仮定 4: ダイコトミー

簡単のために以下では, s0 = 0とする. 今までの議論より, ξ∨ = ⊗vξ∨v ∈ π∨ と
ϕ = ⊗vϕv ∈ S(X(A))に対して,

PH′(θϕ(ξ)) = L(1/2, π)
∏
v

Z∗
v (ξ∨v , f

(0)
ϕv

).

θ(π)がH ′ により区別されるためには, 以下の二条件が必要かつ十分である:

• (大域的条件) L(1/2, π) ̸= 0;

• (局所的条件) 任意の vに対して, Z∗
v (0)|Θv(1l) ̸= 0.

有用な判定条件を得るためには, 局所的条件を上手く解釈する必要がある. 局所
seesaw等式より

Z∗
v (0)|Θv(1l) ∈ HomG(Θv(1l), πv) ≃ HomH′(Θv(πv), C),

であるから, 局所的条件よりHomH′(Θv(πv), C) ̸= 0が従うことが分かる. この逆
が成り立つ場合を見るために, 次の二つの図式の存在を仮定する:

G′

G

H+

H ′
+

Q
Q

Q
Q

QQ´
´

´
´

´́
G′

G

H−

H ′
−

Q
Q

Q
Q

QQ´
´

´
´

´́

(H ′
+,H+)と (H ′

−,H−)は内部形式である. ϵ = ±に対して, H ′
ϵ(Fv)の表現 π

の G′(Fv)へのテータリフトを Θϵ
v(π)と書くと, 多くの場合に

Iv(0) = Θ+
v (1l) ⊕ Θ−

v (1l) (2.1)

が成り立つ. 故に

dim HomG(Iv(0), π) = dimHomG(Θ+
v (1l), π) + dimHomG(Θ−

v (1l), π)

= dimHomH′
+
(Θ+

v (π), C) + dimHomH′
−
(Θ−

v (π), C)

HomH′
+
(Θ+

v (π), C)かHomH′
−
(Θ−

v (π), C)のどちらか一方だけが 0でないとき, こ
のような現象はダイコトミーと呼ばれる.

2.6 Gross-Prasad的結論

以上の仮定の下, 次の結果が証明される:

定理 2.6. πを G(A)の既約尖点的保型表現とする.

(1) 以下の条件は同値である:

• PH′(θ(π)) ̸= 0;



• L(1/2, π) ̸= 0かつ全ての素点 vで HomG(Θ(πv), C) ̸= 0.

(2) さらに, 以下の条件も同値である:

• ある内部形式 H0 と H ′
0 が存在して, π の H0 へのテータリフトは H ′

0

により区別される;

• L(1/2, π) ̸= 0.

Proof. Z∗
v (0)|Θϵ

v(1l) ∈ HomH′
ϵ
(Θϵ

v(π)より,

Z∗
v (0)|Θϵ

v(1l) ̸= 0 ⇒ HomH′
ϵ
(Θϵ

v(π), C) ̸= 0.

一方, (2.1)より Z∗
v (0)|Θ+

v (1l) ̸= 0または Z∗
v (0)|Θ−

v (1l) ̸= 0であるから, ダイコト
ミーより逆も成立する. 従って, (1)はこれまでの議論より明らかである.

(2.1)より直和分解

I(0) = R+ ⊕ R−, Rϵ = ⊕(ϵv)v :
Q

v ϵv=ϵΘϵv
v (1l).

が成り立つことが分かる. 絡作用素 M(s) は s = 0 で R− に −1 倍で作用する
ので (cf. 注意 2.7(2)), R− は Eisenstein 級数の中心値に寄与せず, ゼータ積分
の中心値にも寄与しない. H ′ の F 上の内部形式 H ′

i の自明表現の G′ へのテー
タリフトをΘH′

i
(1l)と書くと, Minkowski-Hasseの定理 (或いはその類似)により,

R+ = ⊕H′
i
ΘH′

i
(1l)が成り立つ. L函数の定義より

L(1/2, π) =
∑

i

Z(ξi, f
(s)
i )|s=0 =

∑
i

Z(ξi, f
(s)
ϕi

)|s=0 = PH′
i
(θϕi(ξi)).

従ってある iが存在して PH′
i
(θϕi(ξi)) ̸= 0. これが証明したいことであった.

注意 2.7. (1) θ(π)が H ′ により区別されるためには, HomH′(A)(Θ(π), C) ̸= 0
が必要である. 故に全ての F の素点 vでHomH′(Fv)(Θv(πv), C) ̸= 0である
ことが必要である.

(2) 正規化された絡作用素M†
v (s)は s = 0で, Θϵ

v(1l)に恒等写像もしくは−1倍
で作用し, 次の同値が容易に分かる:

HomH′
ϵ
(Θϵ

v(π), C) ̸= 0 ⇔ ε(1/2, π, ψv) = M†(0)|Θϵ
v(1l).

従って, HomH′
ϵ
(Θϵ

v(π), C) ̸= 0を満たす符合 ϵはルート数 ε(1/2, π, ψv)に
より特定できる. この現象はイプシロンダイコトミーと呼ばれる.

(3) L 函数の微分には, R− から来る Eisenstein 級数も寄与する. このような
Eisensetein級数は, 本稿のテータリフトの幾何的な類似物と考えられる算
術的テータリフトなどのより深い現象と関わりがある. 興味ある読者は [23]
などを参照.



3 seesaw machineの応用

3.1 例 1: doubling seesawとRallis内積公式

doubling法は全ての古典群に適用可能だが、簡単のために本稿では, 奇数次直交
群の場合だけを記述する. F を代数体, (V, ( , ))を n次元二次形式付きベクトル
空間とし,

V � = V ⊕ V, V1 = V ⊕ {0}, V2 = {0} ⊕ V

とおく. 二次形式 ( , )� : V � × V � → F を次のように定義する:

(x + y, x′ + y′)� = (x, x′) − (y, y′) (x, x′ ∈ V1, y, y′ ∈ V2).

G = O(V )と G� = O(V �)をそれぞれ V と V � の直交群とする.
G(A)の既約尖点的保型表現 π の Sp2j へのテータリフトを θj(π)と書く. 以

下の結果が知られている:

定理 3.1 (Rallis [30]). (1) j ≥ nならば, θj(π) ̸= 0.

(2) θj(π) ̸= 0ならば, 任意の j′ ≥ j に対して, θj′(π) ̸= 0.

(3) j0 を θj0(π)が消えない最小の非負整数であるとき, θj0(π)は既約尖点的保
型表現である.

以下では, j = (n − 1)/2の場合を考え, H = Spn−1, H̃ = Mpn−1, θ(π) =
θn−1(π)とおき, 次の seesaw図形を考える.

G × G

G�

Sp(W )

Sp(W ) × Sp(W )

©©©©©©©HHHHHH

Weil表現 ωψ の G × H̃ への標準的な分裂に関する引き戻しを ωψ,V と書く (これ
は二次形式 ( , )に依存する). a ∈ F×に対して, ψa(x) = ψ(ax), aV = (V, a( , ))
とおく. ca ∈ GSp2n(n−1) が similitude因子 aを持つとき,

ωψa,V ≃ ωψ,aV ≃ ωca

ψ,V

である. 下記の seesaw machine

G × G ξ1 ∈ Vπ, ξ̄2 ∈ Vπ

G� E(f (s)

σ(ϕ1⊗ϕ̄2)
)|s=0

Sp(W )1l

Sp(W ) × Sp(W )θϕ1(ξ1)θϕ2(ξ2)

©©©©©©©HHHHHH

から (σは適当な部分 Fourier変換), 内積 ⟨θϕ(ξ), θϕ(ξ)⟩H を形式的に計算すると,

⟨θϕ(ξ), θϕ(ξ)⟩H = Z(ξ £ ξ, f
(s)

σ(ϕ⊗ϕ)
)|s=0.



ここで, ξ ∈ Vπ, ξ∨ ∈ Vπ∨ , I(s)の正則切断 f (s) に対して, 次の積分を考えた:

Z(ξ £ ξ∨, f (s)) =
∫

G(F )×G(F )\G(A)×G(A)

ξ(g)ξ∨(g′)E((g, g′); f (s))dg1dg2.

以上の議論を正当化するためには, 積分の順序の入れ替えやジーゲル・ヴェイユ
公式の Eisenstein級数の収束域の外への拡張をする必要がある. 興味ある読者は,
Kudlaと Rallis による論文 [22], Wee Teck Ganと武田氏の論文 [6]あるいは筆者
の論文 [40, 41]を参照されたい. 直交群の場合には, 以下のようにWee Teck Gan
と武田氏により全ての場合に内積公式が拡張されている (他の群では, ある種の場
合にはジーゲル・ヴェイユ公式の拡張は知られていない):

V の特殊直交群の L群は, nが奇数のとき, Sp(n − 1, C) × Gal(F/F ), nが偶
数のとき, SO(n, C) o Gal(F/F )である. nが偶数かつ V の判別式体 E が F と
異なるとき, ϵ = diag[1, 1, . . . , 1,−1] ∈ O(n, C) \ SO(n, C)とすれば, ガロア群の
作用は Gal(E/F )を経由して, g 7→ ϵgϵ−1 により与えられる. それ以外の場合の
作用は自明である. nが奇数のとき, N = n − 1, nが偶数のとき, N = nとして,
std :LG → GLN (C)を標準的な準同型として, 標準 L函数を考える.
注意 3.2. (1) 非連結群 Gの L群は定義されていないことに注意する. Adams

[1]によると, Gの L群は nが奇数のとき, Sp(n−1, C)×Z/2Z×Gal(F/F ),
nが偶数のとき, O(n, C) o Gal(F/F )とするのが良いそうである.

(2) 同様の構成が ( , ) = 0, G = GL(V )の場合にも適用できるが, 得られる L
函数は Godement-Jacquetの L函数 (定義は [7]参照) と異なる.

P = {g ∈ G� | V △g = V △}を G� のジーゲル放物型部分群とする. 有限
coset分解 G�(F ) =

∏
i P (F )γi(G(F ) × G(F ))を使うと, 上の積分が∫

G(F )×G(F )\G(A)×G(A)

ξ(g)ξ∨(g′)
∑

γ∈P (F )\P (F )γi(G(F )×G(F ))

f (s)(γ(g, g′))dgdg′

の和に等しいことが分かる. main orbitの P (F )\G(F ) × G(F ) = G(F ) × e以外
の項は 0になることが分かるので, 結局

Z(ξ £ ξ∨, f (s)) =
∫

G(A)

⟨π(g)ξ, ξ∨⟩Gf (s)((g, e))dg

となる (詳しくは, [27]を参照). 同型 π ≃ ⊗vπv, π∨ ≃ ⊗πv, I(s) ≃ ⊗vIv(s)を適
当に固定する. ξv ∈ πv, ξ∨v ∈ π∨

v , f
(s)
v ∈ Iv(s)に対して,

Z(ξv £ ξ∨v , f (s)
v ) =

∫
G(Fv)

⟨πv(g)ξv, ξ∨v ⟩f (s)
v ((g, e))dg

とおく. πv が不分岐のとき不分岐データ ξv,0, ξ∨v,0, f
(s)
v,0 に対して,

Z(ξv,0 £ ξ∨v,0, f
(s)
v,0) = L(s, πv, std)⟨ξv,0, ξ

∨
v,0⟩bv(s)−1,

bv(s) =
[n/2]∏
j=1

ζv(2s + n + 1 − 2j).



となる. 従って, ξ = ⊗vξv, ξ∨ = ⊗vξ∨v , f (s) = ⊗vf
(s)
v であるとき, S を悪い素点

の集合とすれば,

Z(ξ £ ξ∨, f (s)) =
∏
v∈S

Z(ξv £ ξ∨v , f (s)
v ) · LS(s, π, std)/bS(s).

γ 因子の理論は [24]を参照. L因子と ε因子に関しては [26, 11, 42]を参照.
以上により, L函数 L(s, π)の解析的性質 (有理型解析接続, 函数等式, 極の位

置)を Eisenstein級数の解析的性質から知ることができる.

命題 3.3 ([21, 42]). 無限積 L(s, π)は右半平面ℜs > n
2 で絶対収束し, 全平面上の

有理型函数に解析接続される. L(s, π)は有限集合X =
{
1− n

2 , 2− n
2 , . . . , n

2

}
\
{

1
2

}
に高々一位の極を持ち, 函数等式 L(s, π) = ε(s, π)L(1 − s, π)を満たす.

注意 3.4. GLN の標準 L函数と異なり, この L函数には極が存在する. 極の存在
理由はテータリフトの理論から説明することができる. 詳細は [22, 6, 42]などを
参照.

局所 seesaw等式より, 大域的なテータリフトが 0でないための局所的条件は

HomMpn−1
(Θ(πv) £ Θ(πv), C) ̸= 0

であり, これは πv の局所テータリフトが 0でないことと同値である. 各素点 vに
対して, sgnv : O(Vv) → µ2を直交群の determinant指標とする. 素点の有限集合
T に対して, sgnT =

∏
v∈T sgnv とする. T の位数が偶数であれば, sgnT は保型的

指標である. 任意の素点 vに対して,

L(s, πv ⊗ sgnv) = L(s, πv), ε(s, πv ⊗ sgnv, ψv) = ε(s, πv, ψv)

は容易に証明できるので, #T が偶数なら L(s, π ⊗ sgnT ) = L(s, π)である.
直交群の場合には, 以下のテータダイコトミーが証明されている.

定理 3.5 (Gan-Savin [5]). F を非アルキメデス体, πをGの既約許容表現とする.

Θ+(1l) = Θ(1l),

Θ−(1l) = Θ(1l) ⊗ sgn,

Θ+(π) = Θ(π),

Θ−(π) = Θ(π ⊗ sgn)

とおく. このとき, Θ+(π)かΘ−(π⊗ sgn)どちらか一方だけが 0ではない. さらに

Z∗(0)|Θϵ(1l) ̸= 0 ⇔ Θϵ(π) ̸= 0.

以上より仮定 1～4が全て確かめられたので, 以下の結論が従う.

定理 3.6 (cf. [41]). πを O(V )の既約尖点的保型表現とし, L(s, π)が整函数であ
るとする. このとき, 以下の条件は同値である:

• θ(π) ̸= 0;



• L(1/2, π) ̸= 0かつ任意の素点 vに対して, θv(πv) ̸= 0;

• L(1/2, π) ̸= 0かつ任意の素点 vに対して, πv(−1) = ε(Vv)ε(1/2, πv).

L(1/2, π) ̸= 0ならば, 偶数個の素点の集合 T が存在して, θ(π ⊗ sgnT ) ̸= 0.

注意 3.7. 仮定の L函数が正則性から, θ(π)は尖点的であり, Rallis内積公式が適
用できる.

3.2 例 2: トーラス周期と L函数の中心値

B を代数体 F 上の四元数代数とし, Z ≃ F× を B の中心, (π, Vπ)を B×(A)の既
約尖点的保型表現とする. π の中心指標を χπ で表し, χπ = 1を仮定する. E を
F 上二次元の半単純代数とし, EがBに埋め込まれていると仮定する. すなわち,
ある B×の元 bが存在して, B = E ⊕Eb, T = E×は B×の極大トーラスである.
Waldspurger [38]は, f ∈ Vπ のトーラス周期

PT (f) =
∫

Z(A)T (F )\T (A)

f(t)dt

を研究している. O(B)を B のノルム形式の直交群, 次の seesaw図形

SL2 × SL2

SL2

O(B)

O(E) × O(Eb)

HHHHHHH©©©©©©

の similitude版

(GL2 × GL2)0

GL2

GSO(B)

(GSO(E) × GSO(Eb))0

HHHHHHH©©©©©©

を考える. ここで,

(GL2 × GL2)0 = {(g, g′) ∈ GL2 × GL2 | det g = det g′}

とおいた. (GSO(E) × GSO(Eb))0 も同様に定義する.
πを GL2(A)の既約尖点的保型表現とし, χπ = 1とする. GL2(A)の別の既約

保型表現 π′とGL2(A)のある誘導表現 I(s)の中心指標の積が自明であるとき, 次
のゼータ積分を考える:

Z(f, f ′; f (s)) =
∫

Z(A)GL2(F )\GL2(A)

f(g)f ′(g)E(f (s))(g)dg

(f ∈ Vπ, f ′ ∈ Vπ′ , f (s) ∈ I(s)).



Jacquet [18]より, このゼータ積分はテンソル積M2(C) ⊗ M2(C) ≃ M4(C)が与
える四次元表現 r : GL2(C)×GL2(C) → GL4(C)に関するGL2 ×GL2の L函数
L(s, π × π′, r)を与える.
次の accidental同型

GSO(E) ≃ E×, GSO(B) ≃ B× × B×/{(z, z−1) | z ∈ F×}.

に関しては成田先生の原稿を参照. Jacquet-Langlands対応により, πと対応する
B×の保型表現を πB により表すとき (πB が存在しなければ, 形式的に πB = 0と
する), 後者の同型を使って,

θ(π) ≃ πB £ (πB)∨ ≃ πB £ πB

か成り立つ事実は良く知られている. 下記の seesaw machineより, ξ ∈ Vπ に対し
て, ある ξB

1 , ξB
2 ∈ VπB が存在して,

PT (ξB
1 )PT (ξB

2 ) = Z(ξ̄, E(f (s)
ϕ )|s=0; f

(s)
ϕ′ )|s=0

=
∏
v

Zv(ξ̄v, f
(0)
ϕv

; f (s)
ϕ′

v
)|s=0

= LS(1/2, π × θ(1l), r)
∏
v∈S

Zv(ξ̄v, f
(0)
ϕv

; f (s)
ϕ′

v
)|s=0

= L(1/2, BCE(π))
∏
v∈S

Z∗
v (ξ̄v, f

(0)
ϕv

; f (s)
ϕ′

v
)|s=0

が成り立つ. BCE(π)は πの GL2(E)への基底変換を表す.

(GL2 × GL2)0
E(f (s)

ϕ )E(f (s)
ϕ′ )|s=0

GL2 ξ ∈ Vπ

GSO(B)

(GSO(E) × GSO(Eb))01l

HHHHHHH©©©©©©

Weil表現や Siegel-Weil公式や基本等式の similitude群への拡張については,
[3]を参照. 以下のダイコトミーが知られている.

定理 3.8 (Tunnel, H. Saito [32]). F を局所体, GL2(F )の既約許容表現 πの局所
Jacquet-Langlands対応を πJL(存在しなければ πJL = 0とおく)と書くとすると

dim HomE×(π, C) + dimHomE×(πJL, C) = 1.

以上の議論によりWaldspurgerによる次の結果が得られる:

定理 3.9 (Waldspurger [38]). π を GL2(A)の既約尖点的保型表現とし, E を F
上二次の半単純な代数とする. 以下の条件は同値である:

• L(1/2,BCE(π)) ̸= 0;

• ある四元数代数 B ⊃ E に対して, f ∈ VπB が存在して PT (f) ̸= 0.



さらに任意の E を含む四元数代数 B に対して, 以下の条件も同値である:

• PT (πB) ̸= 0;

• L(1/2,BCE(π)) ̸= 0かつ全ての素点 vで HomE×
v

(πBv
v , C) ̸= 0.

実際の定理では, 周期の平方 PT (f)2 の値が明示的に計算されている. [13]や
Wee Teck Gan氏のノート [3]にも詳しい説明があるので, 参照されたい.

3.3 例 3: 三重積 L函数の中心値に関する Jacquet予想

(πi, Vπi) (i = 1, 2, 3)を GL2(A)の既約尖点的保型表現とし, χπ1χπ2χπ3 = 1を仮
定する. Bを代数体F 上の四元数代数とし, πB

i を 3.2節と同様に定める. fB
i ∈ πB

i

に対して, 三重双線形形式

I(fB
1 , fB

2 , fB
3 ) =

∫
Z(A)B×(F )\B×(A)

fB
1 (g)fB

2 (g)fB
3 (g)dg

を考える. r : GL2(C) × GL2(C) × GL2(C) → GL8(C)をテンソル積により定ま
る八次元表現とする. 次の結果は Jacquetに予想され, Harrisと Kudla [9, 10]が
証明した.

定理 3.10 (Jacquet予想→ Harris-Kudlaの定理). 上の設定の下, 以下の条件は
同値である:

• L(1/2, π1 × π2 × π3, r) ̸= 0;

• ある四元数代数 B に対して, fB
i ∈ VπB

i
が存在して I(fB

1 , fB
2 , fB

3 ) ̸= 0.

さらに, このような B は, 次の条件により一意的に決まる: 全ての素点 vで

HomB×
v

(πBv
1,v ⊗ πBv

2,v ⊗ πBv
3,v , C) ̸= 0.

注意 3.11. (1) 定理 3.6のように, 定理 3.9や 3.10の局所的な条件もルート数に
より言い換えることができる. 詳しくは, 各文献を参照.

(2) 定理3.9と3.10は, Gross-Prasad予想 [8]の特別な場合である. Gross-Prasad
予想は, 市野氏と池田氏 [13]により精密化されている.

三重積 L函数 L(s, π1 ×π2 ×π3, r)の積分表示は, Garrett [4]により発見され,
Piatetski-Shapiroと Rallis [28]や池田保氏 [15, 16, 17], Ramakrishnan [31]によ
り詳しく研究され, L因子や ε因子も全ての素点で定義されている.
次のゼータ積分

Z(f1, f2, f3; f (s)) =
∫

Z(A)(GL2(F )3)0\(GL2(A)3)0
f1(g1)f2(g2)f3(g3)

× E(f (s))(g1, g2, g3)dg1dg2dg3 (fi ∈ Vπi , f (s) ∈ I(s))

は 2.3節と 2.4節の仮定を全て満たし, 三重積 L函数 L(s, π1 × π2 × π3, r)の積分
表示を与える. 次の seesaw machine



GSp6
E(f (s)

ϕ )|s=0

(GL3
2)

0
f1, f2, f3

fB
1 , fB

2 , fB
3 (GSO(B)3)0

GSO(B)1l

Q
Q

Q
Q

Q
Q´

´
´

´
´́

より, fi ∈ Vπi に対して, ある fB
i ∈ VπB

i
が存在して,

I(fB
1 , fB

2 , fB
3 )2 = Z(f̄1, f̄2, f̄3; f

(s)
ϕ )|s=0

=
∏
v

Zv(f̄1,v, f̄2,v, f̄3,v; f (s)
ϕv

)|s=0

= L(1/2, π1 × π2 × π3, r)
∏
v∈S

Z∗
v (f̄1,v, f̄2,v, f̄3,v; f (0)

ϕv
)|s=0

が成り立つ. 仮定より (π1 ⊗ π2 ⊗ π3)∨ ≃ π1 ⊗ π2 ⊗ π3 に注意する. Weil表現や
Siegel-Weil公式や基本等式の similitude群への拡張については, [9]を参照. 次の
ダイコトミーは Prasad [29]により証明されている.

定理 3.12 (D. Prasad [29]). F を局所体, B を F 上の四元数体, 任意の GL2(F )
の既約許容表現の三つ組 (π1, π2, π3)に対して

dimHomGL2(F )(π1 ⊗ π2 ⊗ π3, C) + dimHomB×(πB
1 ⊗ πB

2 ⊗ πB
3 , C) = 1.

以上を組み合わせれば, 定理 3.10が得られる.
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